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１ -harmonious function
次の等式を満たす上の関数を考える。
またとする。
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ここでであり，，は，かつ 

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を満たす。よって
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となり，は に相当し，，
は に相当する。は
に相当し，は	に相当
する。セクション１，２ではを考える。ま
たここで，は内の中心，半径
の開ユークリッド球で，その閉包
	
を表し，はの体積を表す。この関数を
-harmonious functionと呼ぶ。ある開集合Ω

内で以下の２人ゼロ和ゲームを考える。まず
Γ		
Ω
Ω
Ωに対して
Γを利得関数として与えておく。一人
をプレイヤー１，他の一人をプレイヤー２とする。
初期状態	Ωを出発して，確率で，コイン
の表が出たとする，このときさらに公平なコイン
を投げ，勝者は目的の場所	に移動す
る。もし最初のコインが裏ならば（確率），一
様の確率で内の任意の点に移動する。
から同様にこの操作を続け，端点 Γに達する
までゲームを続ける。その結果，，…を得
る。は確率変数となる。
ゲームは最初に	Γに到達したとき終了す
る。ここでは停止時刻を表す。プレイヤー１は
戦略をとり，利得はである。プレイヤー
１はそれを最大化しようとし，プレイヤー２は戦
略をとり利得を最小化しようとするゼロ和
ゲームである。ステップまでのゲームの歴史
はゲームまでのベクトル，（，，…，）
となる。このステップまでのすべての歴史の
集合をと書く。それは長さの可能な状態を
含む。すべての有限の歴史の集合を次で表す。
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プレイヤー１の戦略はプレイヤー１がコイン
を投げ勝った時，次の位置を与える上の関数
…
となり，歴史を与える。プレイヤー２に対しても
同様に戦略を与える。
ΩΩΓとして
 ΩΩ…，
… に対してとする。
	
Γ…は停止時
刻を表す。から出発し，戦略，を使った
期待利得は
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ここで Εは期待値を表す。プレイヤー１のゲー
ムの値は
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プレイヤー２のゲームの値は
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ここで動的計画法を使うことにより，次が言える。
定理１：プレイヤー１のゲームの値
は次
式を満たす。
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またプレイヤー２についても同様の式を満たす。
さらに次が言える。
定理２：Ωを有界開集合とし，を Γで
与えられた値をもつとする。この時

が成
り立つ。この式が成り立つ時ゲームは値をもつと
いう。
証明：定義から明らかに


が成立する。
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
を示す。プレイヤー２はで
を最
小化しようとする点，をとる戦略をとる。
すなわち固定したに対して，
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点から出発する。
の戦略と動的計画法によ
り
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よって



は優マルチンゲール（supermartingale）となる。
さらに Fatouの補題と任意停止定理（optional
stopping theorem）より
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ここででありは任意なの
で目的の式を得る。
２ のときの収束
この節で -harmonious functionはのと
きに -harmonic functionに収束することを示す。
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定義１：が -harmonic functionであるとは
－
でΩに対し
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が成り立つことを言う。
定理３：を開集合 ΩΓΩ′上の -harmonic
functionとする。また	を仮定する。を
Γでに等しい -harmonious functionとする。
－
このときではに Ωで一様にに収
束する。
証明：当面 すなわちとなる場合を考
える。プレイヤー２は	
の点で，を最小化
するように	をとるように戦略
をとり，
		
を選ぶ。よって
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次にをとなるようにとる。
戦略
により
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は優マルチンゲールになる。実際
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ここで最初の不等号は戦略の選択からきて，２番
目の不等号は定義１から来る。次に Fatouの補
題と優マルチンゲールに対する任意停止定理を
使ってを評価する。
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この不等式とプレイヤー１に対する同様の式より
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




Ε



	

 

	


Ε

	


 

にして，もし次が言えれば証明は終わる。
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これを示すために
	
		
が十分小さなに対して優マルチンゲールであ
ることを示す。
もしプレイヤー２がコインを投げて勝った時，
	より，
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を得る。よって
Ε
	
	
	

			








 
-調和関数と Tug-of-Warゲーム
―３１―四国大学経営情報研究所年報 第１８号 ２０１２
さらに
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必要ならば定数をひいてを仮定する。さら
に	はの点で決まり，右辺の第２項
は次式で評価される。
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最後の不等式は前と同様にして得られる。，
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を得る。上の式は例えばを
	 
	ととる。よってが優マルチ
ンゲールになることが示された。優マルチンゲー
ルに対する任意停止定理より
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は Ω内で有界での極限をとって示される。
３ -harmonic function の同値性
ある開集合 Ω上の有界関数に対し -
Laplacian	は
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と定義する。ここで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となる。ここではが -harmonic function（調
和関数）（粘性解の意味で）とは粘性解
の意味で同値になることを示す。形式的に
	で割ると


	
 
とし，とすると
この方程式を満たすを無限	－調和関数と
いう。
定義２：連続関数が粘性解の意味で次の式を
満たすとはで
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もし
（１）かつ		をもつ点Ωで
が真に最小を持つすべてのに対して
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（２）かつをもつ点Ωで
が真に最大を持つすべてのに対して
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定義３：
に対し，を考える。
（１）下半連続な関数が粘性優解であるとは，
をもつ点Ωでが真に最小を持
つすべてのに対して


（２）上半連続な関数が粘性劣解であるとは，
をもつ点Ωでが真に最大を持
つすべてのに対して


（３）が粘性解であるとは粘性優解かつ粘性劣解
であるとき。
定理４：
とする。を連続関数として
定義２の粘性解と定義３の粘性解は同値になる。
証明の前に直観的考察を行う。を滑らかな関数で
とする。式から		

とが同値である。テイラー展開は



	 		
これを上で積分して


		






	





	


	
 
右辺の第２項の積分は０となる。さらに第３項の
積分は	
で０になり，対称性を使い
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ここでは内の単位球の体積，は単位
球面の面積を表す。また
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ここで最後の等式はテイラー展開を使った。式
と式から式を得る。これらを粘性解の状況で
行えばよい。
証明：Ωをとり，の近傍で定義された
関数をとる。とをがでそれぞ
れ最小，最大をとる点とする。すなわち
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これをととして，
のとき
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同じ操作をに対しても行い次を得る。
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直観的説明でに対し行ったことをに対し行
い
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に，に	をかけて加えると，任意の滑らか
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Remark：十分小さなに対しのとき


。実際もしそうでなければ，の最小
の部分列
	が存在する。このとき
	，
そして	のとき
	なので連続性より
を得，矛盾。また
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さて今が定義２の意味で粘性解とする。さら
に定義２のの状況を考える（粘性優解）。すな
わちがで真の最小をもつ（もし 
ならば 
）滑らかな関数を考える。
ここで
は関数でかまたは，
でかつ極限
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が存在するような空間とする。このとき式，
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もしならばとして次を得る。
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これはのとき定義３のを意味してい
る。のとき
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からを導く必要がある。矛盾により導く。
今として十分小さなをとり
とする。極限の条件から十分小さなに対
し
				
よって



	
		



	
		



	
		



	 
これは矛盾。よってが言えた。粘性劣解の
時も同様に示すことができる。次は定理の逆の主
張を示す。すなわち定義３の意味の粘性解から定
義２の粘性解を示す。いま定義３のを満たす
をとる。（がΩで最大をとるとする。）
もし		
なら，
			 
となりこれから，次を示せばよい。






		


	


	






	
	
実際，式をで割り，を使いから目的の
式を得る。		で 	のときは



		

	
の存在を仮定し，






	


	


	
  
粘性劣解のときも同様に示す。の場合
	より，に対するの代わりにに対す
るを使って同様に行う。
４ の場合
前節でも 	の場合を含んで，考えていた
が，ここで 	のときを分けて整理する。Peres,
Schramm, Sheffield, Wilson［６］は tug-of-war
gameと呼ばれる微分ゲームと-Laplacianの関
係を最初に導入した。	を距離空間とする。
に対し，リプシッツ関数	が与えら
れる。
		を辺集合とする。
を端利得	をもち，
上でプレイされたゲー
ムの値とする。 言い換えると	は次の２
人ゼロ和ゲーム：-tug-of-war gameの値である。
	を固定する。番目でプレイヤー
はコインを投げる。勝者は	とな
るを選ぶ。ゲームはで終了し，プレ
イヤー１の利得は		となる。	

が各点で存在するなら，を		の連続
値と呼ぶ。
いま，をの有界開集合 Ωとし，	Ω
を一様連続とする。このときは次の方程
式の一意の連続な粘性解が存在する。


	in Ω， 	
Ω		 




	は tug-of-war game on		の
連続値である。
これは	上でのゲームを考え，を期待
値とする時，次式
		


	


	
	 
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から導かれる。もしなら


  


 
	

  


  
これらを上式に代入して
で割って



  


 
  


 
 
テイラー展開により左辺は




	 





となり，ここでとすればを得る。
５ 付録
ここでマルチンゲールの定義と任意停止定理を
述べておく。
定義４：を確率空間とし，確率変数の列
		
 ，
が sub-σ field 		
に関してマルチ
ンゲールであるとは，次の条件が成り立つことで
ある。
各確率変数	は対応する σ-field	に関して
可測であり，Ε	
σ-fieldは増大列である。すなわち		
各確率変数に対して
Ε 		 	almost surely w.r.t.P
さらに確率変数の列が優マルチンゲールであると
はを
Ε 		 	almost surely w.r.t.P
とする。また劣マルチンゲールはを
Ε 		 	almost surely w.r.t.P
次に任意停止定理を述べる。
定理： 	 	 をマルチンゲール，	を有界な停
止時刻とする。この時
Ε 	 Ε  
さらに優マルチンゲールに対しては
Ε 	 Ε  
劣マルチンゲールに対しては
Ε 	 Ε  
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